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天 于 下 .Smarandache 范 数 的 一 个 猜想 
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[摘要 本 文 利用 初等 及 解析 方法 研究 下 Smamandache 本 数 对 数 均值 的 渐 近 性 质 ， 解 决 了 下 Luaca 教 授 
提出 的 猜想 ， 给 出 了 下 Smarandache 酚 数 对 数 均值 的 一 个 较 强 的 渐 近 公式 . 
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对 任意 正 整 数 见 著名 的 下 Smarandache 本 数 8(z ) 定 义 为 最 小 的 正 整数 mm 使 得 对头 例如 SC) 的 前 几 
个 值 8(1) 一 198(2) 一 2 9(3) 一 3, 9 (4) 一 4 9803) 一 3 00) 一 3 SO0) 一 7 SC) 一 4 809) 一 6 9(10) 王 10 SC1D) 
一 118S(12) 一 4 … 关 于 SG) 的 简单 算术 性 质 , 文献 [ ] 中 有 详细 的 阐述 , 这 里 不 再 重复 . 关于 SCz) 的 更 深刻 
性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 , 例如 下 . Luca 教授 在 文 坝 习 中 讨论 了 画 数 4(x) 一 一 5 (7 ) 
的 上 下 界 估计 问题 , 给 出 了 4(xz) 的 一 个 较 强 的 上 界 估 计 . 同时 他 还 在 文献 [3] 中 证 明了 级 数 


下 日 Se 汉 
了 5 是 绝对 收敛 的 ,并 提出 了 下 面 的 猜测 ， 


对 任意 实数 * 习 , 有 渐 近 公式 1 (z) 二 忆 D0S(O 一 nx 一 mmx+OCD， 

关于 这 一 猜想 至 今 似乎 没有 人 研究 至 少 在 现 有 的 文献 中 我 们 还 没 看 到 有 关 结论 .文献 [ 3 的 作者 F.Lu- 
oa 教授 认为 有 可 能 证 明 Inx 一 Inlnx 是 LS(x) 的 上 界 , 但 是 很 难 证 明 LS(x) 的 下 界 . 这 一 问题 是 有 意义 的 , 至 少 
可 以 反映 出 8(z) 西数 的 对 数 均 值 分 布 性 质 . 为 此 , 作者 对 这 一 问题 ,利用 初等 及 解析 方法 进行 研究 , 得 出 了 截 
然 不 同 的 结论 , 提出 如 下 定理 ， 

定理 ”对 于 任意 实数 * 1, 有 渐 近 公式 A(z) 二 习 109 (0) 一 Inx 十 O0T)， 

显然 我 们 的 定理 不 仅 说 明文 献 [ 3 中 的 铺 测 是 错误 的 , 也 就 是 说 第 二 个 主 项 mlnx 是 不 存在 的 , 同时 也 给 出 
了 7S (z) 的 正确 表示 形式 .当然 如 果 利用 素数 分 布 中 的 深刻 结果 , 我 们 还 可 以 得 到 更 精确 的 渐 近 公式 , 也 就 是 
对 任意 正 整数 上 >! 有 有 (rz) 二 * 写 08 (2 半 InxzTCTOGTE》 其 中 C 为 可 计算 的 常数 ， 


1 定理 的 证 明 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 下 面 的 简单 引 理 ， 
引 理 ”对 任意 素数 请 有 渐 近 公式 忆 一 x+ OGD, 马 Imp 一 zx 证 
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证 明 : 参阅 文献 [ 4 一 9 , 利用 引 理 直接 给 出 定理 的 证 明 . 首先 给 出 ZS (xz) 的 上 界 估计 . 事实 上 由 SCz) 的 初 
等 性 质 知 对 任意 正 整数 有 SCz) 夺 m 所 以 由 Euler 求 和 公式 (文责 人 中 定理 3.1), 我 们 有 


Z9 (xz) 一 二 习 ms (2 ) < 马 no 一 过 | ln7zay | ln 十 PS nx 一 1 十 本 十 了 ec， 


区 


即 凡 (xz) 二 忆 nS(Co SoxzTO0)， CD) 


其 次 , 利用 上 面 的 引 理 估 计 SCx) 二 习 L03 (7) 的 下 界 的 下 界 ， 对 任意 正 整 数 之 1 显然 “至 少 有 一 个 素 
因子 pp, 不 妨 设 "一 忆 于 是 由 SG) 的 性 质 知 SC ) ,LS Co) 一 Dog Ca np， 
从 而 由 熟知 的 分 拆 恒 等 (参阅 文献 [ gl 定理 3. 17》 我 们 有 
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| 入 X、 
， 忆 Inp [ 上司 十 , 务 1 [ 1 , 闪 m LEGtool} 
=- 世 > e+o 号 则 Hz 2 HOC 一 习 ip 二 0OGWF) 
y 忆 党 一 
- 工 agreertmaoo aatd 全 | 
一 hnVx+nVx 十 O(C) 
一 nx 十 O(1). 
即 (xz) 袜 nx 十 O4)， (2) 


由 式 (1) 及 C) 有 六 (xz) 一 Inx 十 O(1, 于 是 完成 定理 的 证 明 . 
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On a Conjecture of F. Smarandache Function 
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Abstract: This paper studied the asymptotic pIoperties of ljogarthmic mean value of 上 .Smarandache function with elementary 
and anajytic methods, solved the conjecture put forward by Professor 上 . Luca, and proposes a stronger asymptotic formula of 
Josgarithmic mean value of the 上 .Smarandache function. 
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